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Rontgen-Kleinwinkelstreuung von isotropen Proben ohne Fernordnung. I. Allgemeine Theorie

VON GREGOR DAMASCHUN UND HANS-VOLKER PURSCHEL

Forschungszentrum fiir Molekularbiologie und Medizin der DAW zu Berliu, 1115 Berlin, Lindenberger Weg 70,
Deutsche Demokratische Republik

(Eingegangen am 26. Mai 1969 und wiedereingereicht am 19. Januar 1970)

The spatial correlation function C(x) calculated with the aid of the scattered intensity ¢(b) is assumed to
be sufficiently convergent for X>L. L is the correlation range of the electron density. Then ¢(b) and
C(x) may be replaced by a trigonometrical progression pr=¢(k/2X), k=1,2,3, ..., where X is the upper
limit of integration of the Fourier representation of ¢(b). C(x) may be determined from gx with the aid
of a summation formula. For the non-measurable limit of the scattered intensity at zero angle p(0)
there exists a mathematical representation by the other values gx. The moments C» of C(x) are also
determined by the g, particularly the radius of gyration and some characteristic quantities are given

by rapidly convergent series.

Einfiihrung

Die bei Rontgen-Streuexperimenten an isotropen Pro-
ben gewonnene, auf die Streuung eines freien Elektrons
bezogene Intensitdtskurve I(b) wird nach Beriicksich-
tigung verschiedener Korrekturen mit Hilfe des Fouri-
er-Integraltheorems transformiert

(b= -127- x SmQ(x)x sin (2nbx)dx , (1)
0
2 e
00)= = x ﬂ 1(b)b sin 27bx)db , @)
0
b=24"1sinf, x-Ortskoordinate, - Braggscher

Winkel. Die Funktion Q(x) ist nach Hosemann &
Bagchi (1962) das raumlich gemittelte Faltungsquadrat
der Elektronendichte ¢(x) der untersuchten Probe. Je
nach dem Anwendungsbereich der Streutheorie —
Fliissigkeitsstreuung,  Rontgen-Kleinwinkelstreuung
(RKWS) u.a. — wird die Funktion Q(x) unter Be-
nutzung von Ndherungen in verschiedene Teile zer-
legt. Diese Problematik ist eingehend bei Hosemann &
Bagchi diskutiert.

In die Theorie der RKWS wurde von Debye &
Bueche (1949), Debye, Anderson & Brumberger (1957)
und von Porod (1951a,b) die in der allgemeinen O-
Funktion enthaltene Korrelationsfunktion

Cx)= ﬁ”‘é’?—’;"? 3
/ 1178 n(x’)n(x’—x)dv’\\
C(x)= lim{ — (a)

e \\\‘ y SU n¥(x")dv’

eingefiihrt. #4 und #p sind die Abweichungen der lo-
kalen Elektronendichte in den Punkten 4 und B von
der mittleren Elektronendichte {¢) der Probe. 4 und B
haben den Abstand x voneinander, die Mittlung er-
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folgt tiber alle Lagen von 4 und B. Es gilt

o(x)={e>+n(x) mit {#y=0. “4)

Da die Q-Funktion nach Hosemann & Bagchi (1962)
als Faltungsquadrat der Elektronendichtefunktion

0(9=e() * 2(x) = | e(¥)e(x+y)dy

definiert ist, folgt nach Hosemann (1969) fiir das Fal-
tungsquadrat der #-Funktion
1(x) * n(—x)=Q(x)— (@) * {ey -

Zwischen I(b) und C(x) besteht nach Guinier & Fournet
(1955) der Zusammenhang

)= 2>V S:o4nx2C(x) S%’fﬁ dx, 0
wobel
() =< —<e)? (6)

und V das streuende Volumen ist.

Bei sehr verdiinnten monodispersen Systemen von
regellos angeordneten Partikeln mit konstanter Uber-
schusselektronendichte #, im Innern gilt speziell
(Guinier & Fournet, 1955)

sin (2nbx)

L
— N2 2 L \enPA)
1(b)= Nni, SO 4mxCol) T dx (1a)

= Nz2&(b) , (7b)

wobei N die Anzahl der streuenden Partikeln, v, das
Volumen einer Partikel und L ihr grésster Durch-
messer ist. @(b) ist die durch @(0)=1 normierte Streu-
kurve und z die Anzahl der Uberschusselektronen einer
Partikel. Cy(x) ist in diesem Fall eine charakteristische
Funktion einer Partikel

Co(x)=Clx)= gs(’f)fc's(x)-}, ®)
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s(x) ist die Ewaldsche Gestaltsfunktion einer Partikel
(Hosemann & Bagchi, 1962).

Besteht in der untersuchten Probe keine Fernordnung
wird die Funktion C(x) mit wachsendem x immer
kleiner. Die experimentell ermittelten Funktionen C(x)
bzw. Q(x) konnen unter der Voraussetzung, dass sie
hinreichend schnell gegen Null konvergieren schliess-
lich auf Grund der unvermeidlichen Fehler bei der
Registrierung der Streukurve fiir alle Werte x > L inner-
halb der Messgenauigkeit nicht mehr von Null bzw.
einem konstanten Endwert unterschieden werden. Fir
die Funktion Cy(x) (8) gilt streng

Co(x)=0 fir x=L, 9

wenn L der grosste Durchmesser der Partikeln ist.

Unter Umstiinden ist es moglich, vor der Durch-
filhrung oder vor der Auswertung eines Streuexperi-
ments eine Schranke X fiir die Strecke L anzugeben,
fir die gilt

X=L. (10)
Kennt man eine solche Schranke X fiir L, konnen die
Fourierintegrale (1,2,5,7) und alle aus ihnen abge-
leiteten Beziehungen durch sehr einfach zu hand-
habende Summenformeln ersetzt werden.

Die sich hieraus ergebenden Konsequenzen fiir die
Planung von Messungen und ihre Auswertung werden
im folgenden am Beispiel der RKWS isotroper Proben
erliutert. Wir mochten aber betonen, dass sich ein
Teil der angegebenen Beziehungen sinngemass fiir die
Streuung beliebiger isotroper Proben libertragen lésst,
ihre Giiltigkeit also nicht auf den diskutierten Fall der
RKWS beschrinkt ist.

Theoretische Grundlagen

Die Korrelationsfunktion

Der Zusammenhang zwischen der normierten Streu-
kurve ¢(b) und der Korrelationsfunktion C(x) ist bei
isotropen Systemen durch die folgende Gleichung ge-
geben,

(11)

wobei ¢(0)=v, ist. Nach dem Fourier-Integraltheorem
ist

bo(b)=2 S:xC(x) sin (2nbx)dx ,

xC(x)=2S bo(b) sin (2mbx)db (12)
0
das Spektrum der Funktion bg(b).

Die Funktion C(x) habe die Eigenschaft C(x)=0 fiir
x> L. Ferner sei ein Wert bekannt, fiir den gilt X> L.
Denkt man sich den Verlauf von xC(x) entsprechend
Fig. 1 periodisch fortgesetzt, so ldsst sich xC(x) durch
die Fourier-Reihe

Cw= S g sin (kn X 13
xC(x) kglgksm(nX) (13)
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xC(x)

Fig. 1. Periodische Fortsetzung der Funktion xC(x); L - Kor-
relationsreichweite, X - beliebige Strecke fiir deren Lénge
X=L gilt.

mit den Koeffizienten

gk= % S:xC(x) sin (kn %) dx (14)

darstellen. Ein Vergleich der Gleichungen (14) und (11)
zeigt, dass die Fourier-Koeffizienten gz durch die
Werte der Funktion ¢z=¢(br) an den diskreten Pro-
benpunkten by =k/2X bestimmt werden:

k k k
o= 352 ¢ (3x) = 2 o+
k=1,2,3,4,.... (15
Fiir die Korrelationsfunktion C(x) erhdlt man durch
Einsetzen von (15) in (13),

1 = k ysin (knx/X)
CI= gz 2 ko () 522 s

eine Darstellung durch die Werte der Streufunktion ¢
an den Probenpunkten b;. Da die Funktion xC(x) bei
physikalisch realen Verldufen von 7(x) den Dirichlet-
schen Bedingungen (Bronstein & Semendjajew 1959)
geniigt, gibt die Gleichung (16) den Verlauf der Korre-
lationsfunktion im Intervall [L —2X, 2X — L] mathema-
tisch streng wieder, sofern nur X > L gewahlt wurde.
Liegt X dagegen im Intervall (0, L), wird der Verlauf
von C(x) nur im Intervall [— X, + X] richtig beschrie-
ben. Bemerkenswert an Gleichung (16) ist, dass der
ohnehin nicht messbare Wert ¢(0) nicht auftritt (s.u.).

Die Streukurve
Die in Gleichung (16) auftretende Streufunktion ¢(b)
hingt mit der in relativen Einheiten, z.B. in Impulsen
pro Zeiteinheit oder in Schwéirzungswerten, gemessenen
Streufunktion S(b) (Signalfunktion) wie folgt zusam-
men:
SB)=70(0) . 17

Fiir den Fall der RKWS ist der Faktor y nach Hose-
mann & Bagchi (1962) im allgemeinen praktisch kon-
stant, d.h. nicht von b abhéingig. Man erhélt demnach
aus (16) die Korrelationsfunktion zunichst bis auf
diesen Faktor:

1 % kS( k )sin (knx/X).

veO)=gxr & K \ax) T x {18)
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Verwendet man die definitionsgeméss geltende Be-
dingung (3)

c0)=1, (19)

so lasst sich dieser Faktor aus der Signalfunktion be-
rechnen:

TC (v 0]
y= —r Sek? .
X2

(20)
Der Summenausdruck (20) entspricht der Porodschen
Invarianten (Porod, 1951), mit seiner Hilfe kann y in
(18) eliminiert werden.

Nach den Gleichungen (16) und (11) ist unter den
obigen Voraussetzungen der gesamte Verlauf der nor-
mierten Streukurve ¢(b) durch deren Werte ¢x an den
diskreten Punkten b; vollstindig bestimmt:

1 ¢ o w
p(b)= 5bX Z ko

=1
sin (kn—2bX)  sin (kn+2bX)
[ kn—2bX kn+2bX

Wiederum unter der zusitzlichen Voraussetzung y=
const. erhdlt man unter Anwendung der Additions-
theoreme fiir trigonometrische Funktionen

sin(2nbX) 2 1
2nbX ,zl (=1 1—(2bX/k)?

und daraus fir den Wert der Signalfunktion beim
Winkel 5=0 den Wert

SO)=2 > (—1)k1S.
k=1
Der Wert S(0) bzw. ¢(0) ist also eindeutig durch alle
librigen Sy bzw. ¢ festgelegt (s.0.).

] . QD

S(b)=2 Sk, (22)

23)

Die Momente der Korrelationsfunktion

Charakteristische Parameter

Das n-te Moment C, der Korrelationsfunktion C(x)
wird durch den Ausdruck

Cr= Smx"C(x)dx
0

L X
=S A C(x)dx =S A C(x)dx 4)
0 0
definiert. Die C, sind aus RKWS-Diagrammen weit-
gehend hypothesenfrei berechenbare Grossen. Fiir die
Existenz der Momente C, ist das Fehlen einer Fern-
ordnung in der beziiglich ihres Streudiagrammes
isotropen Probe Voraussetzung. Die Funktion C(x)
muss mit wachsendem x so schnell gegen Null kon-
vergieren, dass die Integrale (24) einen endlichen Wert
besitzen. Die Momente C, sind Parameter der Probe,
d.h. sie beschreiben Eigenschaften der Funktionen #(x)
und C(x). Bei einer reinen Partikelstreuung sind die
Momente C, Parameter der streuenden Partikeln.
Durch die Bildung dimensionsloser Koeffizienten aus
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Potenzen verschiedener C, erhdlt man dimensionslose
Formfaktoren, die eine gegeniiber Ahnlichkeitstrans-
formationen invariante Beschreibung der streuenden
Substanz ermdglichen.

Nach Damaschun & Piirschel (1968), Damaschun,
Miiller, Piirschel & Sommer (1969), Damaschun &
Piirschel (1969), Damaschun, Plirschel & Sommer
(1969) lassen sich aus den Momenten C, die von
Debye, Anderson & Brumberger (1957) und von Porod
(1951a,b) fiir Zweiphasensysteme eingefiihrten Para-
meter Korrelationsldnge /., Korrelationsfliche f; und
Korrelationsvolumen v, und die Momente der Sehnen-
verteilungsdichte (intersect distribution function) be-
stimmen ;

lo=2C,, (25)
fo=21Cy, (26)
ve=4nC; . @7

Bei dichtgepackten Systemen von Partikeln mit kon-
stanter Elektronendichte im Innern mit messbaren
interpartikuldren Interferenzen kennzeichnen diese
Parameter nicht nur die Partikeln, ihr Wert wird durch
die wechselseitige Anordnung der Partikeln bestimmt.

Das Gleiche gilt fiir die Parameter Streumassen-
radius Rsc und mittlerer Elektronenabstand a, (Dama-
schun & Pirschel, 1969), die mit den C, durch die
Gleichungen

. C
de= CZ , (28)

C

2 . 4
Rsc 2C2 (29)

verkniipft sind. Bei monodispersen verdiinnten Syste-
men von Partikeln mit konstanter Elektronendichte
im Innern bei denen die interpartikulédren Interferenzen
entweder vernachldssigbar sind oder durch Messungen
bei verschiedenen Partikelkonzentrationen eliminiert
werden, sind die C, und damit die durch die Glei-
chungen (25)—~(29) definierten Parameter Masse fiir die
Form und die Abmessungen der Partikel. Bei ver-
diinnten monodispersen Systemen von Partikeln mit
nicht konstanter Elektronendichte im Innern héngen
die C, von den Abmessungen, der Form und vom
Verlauf der Funktion #(x) im Innern der Partikel ab.
Durch eine nicht konstante Elektronendichte im Innern
von Partikeln und durch interpartikuldre Interferenzen
koénnen beispielsweise Korrelationsldngen des Betrages
Null oder imagindre Streumassenradien auftreten, ob-
wohl die Partikeln endliche Abmessungen besitzen.
Bei verdiinnten monodispersen Systemen streuender
Partikeln erhélt man den grossten Durchmesser der
Partikeln durch den Grenziibergang

L= lim¥|Cpy].

n—c0

(30)

Wie im nichsten Abschnitt gezeigt werden wird, lassen
sich die Momente C, in einfacher Weise aus diskreten
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Werten S(bx) der Streufunktion berechnen. Falls fiir
die streuende Probe ein Modell mit endlich vielen
freien Parametern p; aufgestellt werden kann, z.B.
Form und Abmessungen der Partikel, Massenvertei-
lungsfunktion, Abstandsverteilungsfunktion von vor-
gegebenem mathematischem Typ oder dhnliches, lassen
sich diese Parameter p; aus dem Gleichungssystem

Cn exp =f n(Pi) s (3 1)

bestimmen. Fiir die Bestimmung von Partikelform und
Partikelabmessungen bei monodispersen verdiinnten
Systemen haben Damaschun, Piirschel & Sommer
(1969) ein derartiges Verfahren beschrieben.

n>i

Berechnung der Momente Cp

Durch Ausfithren der Integration (24) in der Glei-
chung (16) erhélt man fiir die Momente C, der Korre-
lationsfunktion C(x) folgende Summendarstellungen,
mit deren Hilfe sie direkt aus der Streukurve berechnet
werden kdnnen.

Xn2&8®
Cn= 27; P2 gﬂkank (32)
mit
oo =knSi(kn) (33)
ar=1—(~1)* (34)
sox=(~ 69
tnp=(— 1)1 =B fiir n>3. (36)

Es bedeutet dabei

n— 3
wm =) (=2) ... (n—2m)
ﬁnlc— m§_:1]( l)k (kn)zm
+[1—(= ¥ (= D32 E" )n)l
fiir n>3 und » ungerade,
n=2
D@E-2)... (-2
Bne= Z (—1)k+m (n=1) (n (k72)2m (n—2m)

fir n>4 und n gerade.

Aus der in relativen Einheiten gemessenen Signal-
funktion S(b) ergeben sich die Momente C, bei Be-
rechnung nach der Gleichung (32) zundchst bis auf
den konstanten Faktor

Xn—2 «©
7 z Sk . tnk .

y ist mit Gleichung (20) ehmlmerbar, man erhélt da-
mit fiir die Momente

yCr=

(37

_ XnH k% ‘Skanlc )
n=— 7[2 ey T e
S Sk
k=1

Unter Umstdnden ist es fiir den Fall »>3 vorteil-
hafter, statt der Momente Cj selbst, die Verhéltnisse
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Cu/C, zu betrachten. Dies wird bereits durch einen
Vergleich der Koeffizienten o, und o,r nahegelegt.
Man erhilt unter Beachtung von Gleichung (19)

Cn n-2 |1— <
c =¥ [‘ 2 2 Sk/)’nk/S(O)]. (39)

Fiir die beiden Grossen mittlerer Elektronenabstand
a. und Streumassenradius Rsc gilt nach den Gleich-
ungen (26-30) speziell

. C
ac ’C—:z (40)
und
C,
2
2R? TR 41

Beziehungen zwischen den Momenten Cp,

Entwickelt man in Gleichung (11) die Funktion
sin (hx), h=2nb, in eine Taylorreihe, erhidlt man nach
Porod (1948) eine Darstellung der Streukurve ¢(h)
durch die geraden Momente C,, der Korrelations-
funktion C(x)

© v—1
p(y=4n > D e 2C,, . (42)
v=1 (2 )
Die spaltverschmierte Streukurve @(4),
=2\ ¢ (/F+ ) } @)
0 i

kann man nach Damaschun & Piirschel (1969) durch
eine Reihenentwicklung mittels der ungeraden Momen-
te Cyn+q darstellen

1

F(h)=n? Z 22v—2(‘),|)2

Aus einem Vergleich von (42) und (44) folgt unter Be-

achtung von (43), dass die geraden und ungeraden

Momente C, nicht unabhingig voneinander sein

kénnen. Die zwischen ihnen bestehende Beziehung er-

hilt man durch Aufschreiben der Ausdriicke fiir die
Probenpunkte Ap=nk/X:

© ©
Ca=2X"23 3 (—1y-!
k=1 v=1

hCyyyy . 44)

(27[) @v-2)
Qv—1)!

k
X Unk (ﬁ) (2v-2)CZV . (45)
Samtliche Momente C, kénnen mittels (45) durch die
geraden Momente C,, dargestellt werden.

Diskussion und Zusammenfassung

Falls die aus experimentellen Werten der normierten
Streufunktion ¢(b) mittels Gleichung (12) berechnete
Korrelationsfunktion C(x), die prinzipiell immer feh-
lerbehaftet ist, mit wachsendem x einen hinreichend
stark abfallenden asymptotischen Verlauf gegen den
Wert Null hat, so kann sie fiir alle Werte x> L nicht
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mehr von Null unterschieden werden. Diese Bedingung
ist streng erfiillt, falls die Annahmen zutreffen, die
tiblicherweise (Siehe Guinier & Fournet, 1955) bei der
Untersuchung der RKWS von sehr verdiinnten Sys-
temen regellos angeordneter Einzelobjekte gemacht
werden. Sie kann aber dariiber hinaus auch bei der
Untersuchung ‘dicht gepackter’ isotroper Systeme ohne
Fernordnung zutreffen.

Ist ferner vor der Untersuchung eine Schranke X fiir
die Korrelationsreichweite L bekannt, fiir die nur
X = L zu gelten braucht, so kénnen die beiden aus dem
Fourier-Integraltheorem  abgegleiteten  Grundglei-
chungen (11, 12) der Theorie der RKWS isotroper
Systeme (Debye et al., 1957; Porod, 1951; Guinier &
Fournet, 1966; Hosemann & Bagchi, 1962; Luzzati,
1963) durch die Gleichungen

k 4X oX . x
0 (ﬁ) = So xC(x) sin (kn Y) dx, (15)
1 2 k \ sin (knx/X)
C(x)= ) kz=:l k.o (W) x , (16
k=1,2,3,4, ...
C(x)=0 fiir x=L
und

X>L,
ersetzt werden.

Der Verlauf der Streukurve ist vollstindig durch die
Werte Sp=S(k/2X), k=1, 2, 3, 4, ..., bestimmt.
Zwischenwerte kdnnen eindeutig mit Hilfe der Inter-
polationsformeln (21, 22) berechnet werden. Dieser
Sachverhalt ist ein Spezialfall des Sampling-Theorems
in der Informationstheorie (Siehe Brillouin, 1956).

Aus den Gleichungen (15, 16) werden Beziehungen
abgeleitet, die Analoga in entsprechenden Integralbe-
ziehungen haben; z.B. entspricht Gleichung (20) der
sogenannten Invariante der Streukurve von Porod
(1951) oder Gleichung (16) ersetzt die Gleichung (12)
bei der Berechnung der Korrelationsfunktion.

Dariiber hinaus kdnnen jedoch auch streng giiltige
Relationen zur Bestimmung weiterer Grossen aus der
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Streukurve angegeben werden — z.B. fiir den Wert
S(0) (23) und fiir den Streumassenradius R; (41) — die
bisher mit Hilfe von Naherungsbeziehungen, insbe-
sondere mit Hilfe der Guinierschen Néherung (Siehe
Hosemann & Bagchi, 1962), aus der Streukurve be-
stimmt wurden.

Fiir ausfiihrliche Diskussionen und ihre Hilfe bei
der Kontrolle von Rechnungen md&chten wir den
Herren J. J. Miiller, J. Polster und G. Sommer aus
Jena herzlichst danken. Herrn Prof. Hosemann und
Herrn Dr Wilke vom Fritz-Haber-Institut der Max-
Planck-Gesellschaft in Berlin danken wir fiir ihre Rat-
schlage, Hinweise und Diskussionen, die uns viele
Anregungen gegeben haben.
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